Über die Stokes’sche Formel und über eine 


verwandte Aufgabe in der Hydrodynamik 


Von 
C. W. ÖSEEN 


Arkiv för Matematik, Astronomi och Fysik 


| 


A 


| 


Teil I. 

Note über die Berechnung der durch 
eine Kugel hervorgerufenen, 
stationären Bewegung einer 
reibenden Flüssigkeit 


Mitgeteilt am 8. September 1909 durch A. LINDSTEDT und L. E. PHRAGMEN. 

Das Problem kann auf dem jetzigen Standpunkt der Wissenschaft nur mit 
Hilfe der Methode der sukzessiven Approximationen in Angriff genommen werden. 
Vorbedingung für die Anwendung dieser Methode ist die Integration des Systems: 


Op 
nAu=2.+%, 

Op 
-Av=—+Y 
De 
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au WW, Ww_, 
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mit vorgeschriebenen Werten von u, v, w auf der Oberfläche der Kugel. Um dieses 
Problem zu lösen, kann man, wie Herr KORN neuerdings betreffend das innere 
Problem gezeigt hat!, u, v, w in Reihen entwickeln, welche nach gewissen von 
Herrn KoRN eingeführten Funktionentripeln fortlaufen. Die so erhaltenen Reihen 
sind übrigens im Falle X =Y = Z = 0 von sehr einfacher und schöner Bauart. 
Man kann aber auch das Problem mit Hilfe der verallgemeinerten GREEN’schen 
Methode angreifen. Dies soll hier geschehen. Wir beschränken uns dabei auf das 
äußere Problem. 


Die von H. A. LORENTZ eingeführten GREEN’schen Funktionen des obigen Systems 
sind: 5 r Br n 
usget de: am wu: 
_ 8 82 Br en 82 8 92 
mat Wenn 0 Wirt 


r? = (2-20) + (y- Y0)” + (2- 2%)” 


Um die GREEN’schen Funktionen der Kugel zu bestimmen, haben wir also das 


!Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, XXV, 1908. 


System: 


Op 
Au 
= dx 
Op 
Anz 
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oe WW 


mit den Nebenbedingungen: auf der Kugel: u = u, v = v1, w = wı oder u = us, 
v= va, W = wa oder v= ug, V = v3, W = Wa zu integrieren. 


Die Gleichung der Kugel sei: 


= 4yVH+r=0. 


Dann muss: 


ont ntn>e. 


Unsere Methode ist derjenigen Methode nachgebildet, welche Herr ALMANSI in der 
Elastizitätstheorie der Kugel angewandt hat. Wir suchen drei Potentialfunktionen 
U,V,W, welche außerhalb der Kugel regulär sind, im Unendlichen verschwinden 
und auf der Kugel die vorgeschriebenen Werte z.B. uı, vı, wı annehmen. Wir setzen 


sodann: 
dp 
u=(d-a),. U, 
dy 
(2 Ge V, 
dp 
ER, 
w (0 a ) 3 W, 
Die Gleichung: 
u dvd Ww_ 0 
x u 9 
ergibt: 
1010) dp dp OU 00V OW 
”—-a?)-Ap+2- | | | | | = 
(e : ) BE E Iy 5) O2 u  Öz . 


was uns erlaubt p aus den (kompatiblen) Gleichungen: 


Apy=0 
5% Ip, ,.% DE N ON 
“ar Ya 7 ar Pa u 09 


zu bestimmen. 

Die übrigens ziemlich einfachen Zwischenrechnungen übergehend geben wir sofort 
die Resultate an. 

Wir setzen: 


2 2 2 

x’ od m _ Yod ee 204 
07 20 07 20 07 De 

17) 00 0 


"=-(s-0) +W-H) +2@-2%) 
Die Funktionen U,, V; W,, P;, welche außerhalb der Kugel 0? = a? überall mit 
Au des Punktes X, Yo, 20 regulär sind, sich in der Umgebung dieses Punktes 
wie 0 + Dr, — -£ Ei -2£ ee 2 (2) verhalten, im Unendlichen verschwinden 


und auf der Kugel 0° = a? den Bedingungen U, = V, = W, = 0 genügen, sind 


dann: 
„ad ee), 2 1 
5 200 r' 
2x0 19) 19) | 1 | (x - Ur a 
ParER . T 
o% or" "so dy Oz r' or’ 
a ee ch)” arg: (ei Sa). an 0 - Be: (2 - x) 
oB y’3 or! oör'3 


War (ke) : DD u a fl 
00 dr re 0a ve 


200. RR. 
o% Dr vn Br 


(e<- 20): (y-W) dla) Wh) _ axoyo : (05 — a?) 


r3 DiRe oör! 
ar (a) Yu), u la) (E<-%) 
De vor"? 
2a°’xoyo (0% — a? 1) 10) 1) 1 
( 0 ) R xo | Yo | 20 A ; ; 
09 0x Iy Oz r 


50) IEAT 
2X 19) 1 
7 (i 7 Ki ol 
(x - 20) (2 - u le -m):(2-%) _ aXo20 (05 - a?) 
r3 er? Dr 
ar (na) (2-2) , Flo a) (2-0) 
osr® or? 
2a°xo20 : (09 — a?) CE 1 
oo (2055 m 25.) (=) ’ 


[a fi1N\ 220. DE OR ON 
dx \r' o% I: vn 5; r! j 


Durch Permutation der Buchstaben erhält man U,, V,, W,, Py; Uz, V:, W:, P:. 
Unter den Problemen, welche durch Anwendung der obigen Formeln gelöst werden 
können, mag die durch die stationäre Rotation einer Kugel um einen Durchmesser 
hervorgerufene stationäre Bewegung erwähnt werden. 


Teil ll. 
Über die Stokes’sche Formel und 
über eine verwandte Aufgabe in der 


Hydrodynamik. ERSTE 
MITTEILUNG 


Mitgeteilt am 14. September 1910 durch A. LINDSTEDT und L. E. PHRAGMEN. 


1. Beweis der Stokesschen Formel und 
weiterführende Berücksichtigung quadratischer 
Glieder derselbigen 


Die STOKES’sche Formel für den Widerstand, den eine Kugel erfährt, die sich 
mit konstanter, unendlich kleiner Geschwindigkeit in einer reibenden, unzusam- 
mendrückbaren Flüssigkeit bewegt, wurde von ihrem Autor auf die folgende Wei- 
se bewiesen. Die NAVIER’schen Differentialgleichungen für die Bewegung der 
Flüssigkeit, auf ein Koordinatensystem bezogen, welches seinen Anfangspunkt 
in dem Mittelpunkte der Kugel hat und sich mit dieser bewegt, lauten:? 


u u u u Op 
(regte w.32) - Dee 
IV dv v 1075 Op 
(rer u.) - a a) 
Iw Iw Iw Iw Ip 
0: (5 rar u) - ee 
Oi 2,00. 0 
x u 0 


Die zugehörigen Nebenbedingungen sind: 


1..fürR=/? + +2? = oo eu, EN wel; 


?Mit dem LAPLACE-Operator A 


ah ze 
I ER \ 
PING 0x2 © oy2 022° 


2. Ir Re X=ß, ad ae) 


wenn uo die Geschwindigkeit der Kugel und a ihr Radius ist und wenn die x-Achse 
mit der Bewegungsrichtung der Kugel zusammenfällt. 

Wir nehmen an, dass die Bewegung der Flüssigkeit, von der Kugel aus beurteilt, 
stationär ist. Die ersten Glieder in den drei ersten Gleichungen fallen dann weg. 
Ferner ist offenbar: wenn überhaupt drei Funktionen u, v, w existieren, welche 
die Differentialgleichungen und Nebenbedingungen befriedigen, und welche überall 
außerhalb der Kugel endliche, stetige Funktionen von z, y, z sind mit stetigen 
Ableitungen der zwei ersten Ordnungen, dann müssen diese u, v, w sowie au, = au 
überall gleichzeitig mit up gegen Null abnehmen. Es liegt dann nahe anzunehmen, 


dass wenn ug klein ist, die s. g. quadratischen Glieder u, ..., von höherer 
Ordnung klein sein müssen als die Glieder SP, ..., Au, ...., und dass man folglich 


die quadratischen Glieder vernachlässigen kann. Wenn man das tut, bekommen die 
Differentialgleichungen die verhältnismäßig einfache Form: 


Op 
ae 
“ dx 
Op 
ee 
Be 
Op 
SA 
N 02 
au, WW MWm_y 
9 My & 


Dieses System von Differentialgleichungen mit den Nebenbedingungen: 
1. fürrR= x: u=-Wv=0,w=0 


2. WER= EVEN Fl UI 


ist leicht lösbar. Man findet, dass die Funktionen: 


_ 3 Aug ‚_& 2 1 34a 1a’ 
AR FE AR AR 


die Differentialgleichungen sowie die Nebenbedingungen befriedigen. Aus diesen 
Formeln leitet man leicht den STOKES’schen Ausdruck für den Widerstand gegen 
die Bewegung der Kugel ab. 


Ein Versuch, die STOKES’sche Formel durch Berücksichtigung der vernachlässigten 
quadratischen Glieder zu verbessern, wurde im Jahre 1888 von Herrn WHITE- 
HEAD gemacht.” Der Versuch scheiterte an dem Umstande, dass es sich unmöglich 
zeigte, Korrektionsglieder zu den Ausdrücken für u, v, w zu bestimmen, welche 
die bezüglichen Differentialgleichungen befriedigen, für R = a und gleichzeitig 
für R= © verschwinden. Herr WHITEHEAD ist geneigt diesen Umstand mit der 
Tatsache in Verbindung zu setzen, dass bei der Bewegung eines Körpers in einer 
Flüssigkeit Wirbel aufzutreten pflegen, hebt aber hervor, dass sein Ergebnis nicht 
ausreicht, um zu beweisen, dass solche Wirbel bei der Bewegung einer Kugel stets 
auftreten. 
Die STOKES’sche Formel spielt bekanntlich eine grosse Rolle in der neueren Kor- 
pusculartheorie. Dies hat zu einer experimentellen Prüfung derselben geführt.* 
Diese hat gezeigt, dass für Körper, welche mit genügender Genauigkeit sphärische 
Form besitzen, die Formel innerhalb gewisser Grenzen in Bezug auf Größe und 
Geschwindigkeit exakt ist, ein Umstand, der offenbar gegen die Annahme spricht, 
dass die Bewegung einer Kugel stets Wirbel hervorrufe. 
Die Frage nach der Art der Bewegung, welche die fortschreitende Bewegung eines 
Körpers in einer Flüssigkeit hervorruft, wurde neuerdings eingehend von Herrn 
F. W. LANCHESTER besprochen.” Dieser Autor nimmt an, dass für jeden Körper 
eine Grenzgeschwindigkeit existiert, unterhalb deren die durch die Bewegung des 
Körpers hervorgerufene Bewegung der Flüssigkeit singularitätenfrei ist, ohne diese 
Annahme durch eine Analyse der Bewegungsgleichungen zu begründen. 
Bevor wir weiter gehen, müssen wir uns klar machen, warum die Arbeit von Herrn 
WHITEHEAD zu einem negativen Ergebnis führte. Der Grund ist einfach der, dass 
STOKES bei der Ableitung seiner Formel Glieder vernachlässigte, welche in grosser 
Entfernung von der Kugel eine ausschlaggebende Bedeutung besitzen. Um dieses 
einzusehen, hat man nur nötig aus Gleichung 2 das Produkt ud zu bilden. Man 
bekommt: 

3 aus ( =) 

Be N 

A:R® A? 
wo die nicht aufgeschriebenen Glieder in großer Entfernung von der Kugel gegen 
die ausgeschriebenen klein sind. Gleichzeitig ist: 


Op _ Swan (| _ 3a? 
dx 2 BR R2) 


Wie klein nun ug auch ist, so gibt es stets Gebiete in der Flüssigkeit, innerhalb 
deren das Glied oudt im Vergleich mit DB oder u - Au groß ist. Es ist demnach 
offenbar, dass eine befriedigende Theorie nicht ohne weiteres die quadratischen 


Glieder vernachlässigen kann. 


3J. B. WHITEHEAD, Quart. Journ. of Math. 23 S. 78, 1888. 
“Vgl. ZELENY und Mc KEEHAN, Physik. Zeitschrift (1910), S. 78. 
5F. W. LANCHESTER, Aerodynamics, London, 1907. 


2. Auffindung des Zusammenhanges einer 
stationären, sich teils translatorisch und 
singularitätenfrei fortbewegenden Flüssigkeit mit 
einer sich in selbiger, äußerst langsam und 
konstant bewegender Kugel 


Die Frage, welche in erster Linie eine Antwort verlangt, ist die: ist, wenn eine Kugel 
sich mit konstanter, genügend kleiner Geschwindigkeit in einer Flüssigkeit bewegt, 
eine singularitätenfreie, stationäre Bewegung der Flüssigkeit mit den NAVIER’schen 
Differentialgleichungen (oder den entsprechenden Integralgleichungen) vereinbar? 
Ähnliche Fragen treten in großer Zahl in der Hydrodynamik auf. Der Körper kann 
z.B. andere Formen als die Kugelform haben. Was in der Frage wesentlich ist, ist 
folgendes: ist eine stationäre, singularitätenfreie Bewegung einer Flüssigkeit möglich, 
wenn ein Teil derselben durch irgend welche äußere Mittel translatorisch fortbewegt 
wird? Die ungleich einfachste von den vielen hieher gehörigen Fragen ist die folgende. 
Wir nehmen an, dass auf eine Flüssigkeit ein System von Kräften wirkt, deren 
Angriffspunkte sich mit konstanter Geschwindigkeit in einer bestimmten Richtung 
fortbewegen. Die Frage ist, ob eine singularitätenfreie Bewegung der Flüssigkeit, 
welche von einem Punkte betrachtet, der sich mit den Kräften fortbewegt, stationär 
ist, unter diesen Umständen möglich ist. Es ist nicht meine Absicht, diese Frage 
hier zu beantworten. Ich hoffe bei einer anderen Gelegenheit auf sie zurückkommen 
zu können. Hier möchte ich die mathematischen Hilfsmittel entwickeln, welche zu 
einer Beantwortung der Frage notwendig sind. Es wird sich herausstellen, dass 
man dabei gleichzeitig eine befriedigendere Begründung der STOKES’schen Formel 
gewinnt. Wir beziehen die NAVIER’schen Differentialgleichungen auf ein Koordina- 
tensystem, welches sich in derselben Richtung und mit derselben Geschwindigkeit 
wie die Angriffspunkte der wirkenden Kräfte fortbewegt. Wir legen die x-Achse 
in diese Richtung und nennen die Geschwindigkeit uo. Wir haben dann, weil die 
Geschwindigkeit in diesem Koordinatensysteme von der Zeit unabhängig sein soll: 


u u u Op 
. | — BER -Au, 
z ( 0x a un) = hi kan: 


0: ( dv 20% un) SE De. 


“dr Iy 02 Iy 
du dw uw\ Op 
0 erg tug)-2- tu Aw, 
u dw dw _) 
de &y 


wo X, Y, Z die Komponenten der wirkenden Kräfte sind. Wir setzen: u= —uo+ Wu, 
v=v,w=w',p= p und bekommen dann: 


en en (ee) er Kanne 
= +0 (u Z W)=Y-Erndr, 
uw ‚ow ‚dw ‚Iw' Ip ö (3) 
= + (u ee u) =2- rn Au, 
du | MW OW _ 0, 
ou 


mit den Nebenbedingungen: 


1. W=vV!=w=0für R=x. 


Wir vernachlässigen zunächst die Glieder ou’ a, etc. und betrachten also das 


System: 


du’ Ip r 
—OUg Br X dr +Uu Au 
0x Iy (4) 
eg - Aw’ 
Ox 82 R 
u ov' w' Be 
92 u © j 


mit den Nebenbedingungen: 
Il; in Re Ber et sul: 


In den folgenden Rechnungen machen wir die Annahme, dass X, Y, Z stetige 
Funktionen von z, y, z sind. 
Wir betrachten das Hilfssystem: 


m u" 22 Op" z Auf! 
[X 0 dr SZ dr [4 ’ 

u ee. BAU, 

0x Iy (5) 

u Rear, - Aw” 
OU dr 33 [& ’ 

u" Iv” Iw" = 0 

a WW %. 
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Gleichung 4 und Gleichung 5 ergeben: 


m E (W’ Au’ + vo" Av! + w" Aw! ae‘ wAu” —ı v Av" = w' Aw") 


M.=l 1 2) 


mn je = 
Fr) up a“? vp 


N 1 “ 


Bam 
Ben wp 


0) 
ou05 Kt vv" ww”) W"X v'y WZ = 0 


und folglich: 


dw dv’ dw’ du” dv” dw” 
" RR], Re; ’ ’ ’ 
[7 u V rw au; w 
s 


— } {[u” cos(nz) + v” cos(ny) + w” cos(nz)] p’ 
— [w cos(nz) + v’ cos(ny) + w’ cos(nz)] p"} ds (6) 


+ PUg / (Wu + vv" + ww”) - cos(nx) ds 
s 


= / (W"X+VY+WZ)Ww=0, 
Q 


wo S ein System von Flächen ist, die ein Gebiet 2 des Raumes abgrenzen, n 
die äußere Normale in einem Punkte von S, ds ein Flächenelement und dw ein 
Volumenelement ist. 

Es sei jetzt ® eine im ganzen x, y, z-Raume existierende Funktion von x, %, 2; Xo 
Yo, 20, welche mit ihren Ableitungen der vier ersten Ordnungen nach z, y, z überall 
endlich und stetig ist mit Ausnahme von dem Punkte x = x, y = yo, 2 = 20: In 
der Umgebung dieses Punktes sei: 


6=r+46,, 


wor? = (x —- 20)” + (y- y) +(z- 20) und wo für genügend kleine Werte von r: 


Ö :® 2® 2® 

a = N 08, ei] 2 SR 
0x dx? 0x 0y 02? 

Od, 9?®, u O°®, Ki 

92? | \92209y|’ Ö23 m, 


wo K und K, positive Konstanten sind. Endlich nehmen wir an, dass ® die 
Gleichung: 


Id 
A(n-A8- om.) =0 (7) 
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erfüllt. 
Wir verwenden Gleichung 6, indem wir zunächst: 


u” U 2 ob 9°® 
1 ay2 " 922 
FR 96 
nur 0x 0y 
Mi 9b 
es 0x 0z 


setzen. In der Umgebung von dem Punkte x = x9, y = yo, 2 = 20 haben wir dann: 


2 


u" = ! gi u Huf, 
ine (2 - Dar — Yo) u", 
ne En Du — 20) Wr, 
Da FE 


Dabei ist für genügend kleine Werte von r: 
ul 


Ox 


„ 
ou 


Oy 


’ 


„ 
uw! 
En 


02 


hu” 07] lat] < KL | 


wo K’ und Ki wieder positive Konstanten sind. 

Das System $ mag jetzt aus einer geschlossenen Fläche 5’, welche den Punkt xo, 
Yo, 20 umschließt, und aus einer Kugel, welche ihren Mittelpunkt in diesem Punkte 
hat und deren Radius r’ genügend klein ist, damit die Kugel innerhalb $’ liegt, 
bestehen. Auf dieser Kugel haben wir dann 


du” 1, (x - x0)” | 


! Bet 


dn r2 ri 

dv” iR (2-20) (Y - %o) 

dn ri no 
dw” N2-80)+l2-%) 

dn ri 
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Wir können jetzt in der Gleichung 6 den Grenzübergang r’ = 0 ausführen. Wir 
haben, wenn w/, v’, w’ stetige Funktionen von tx, y, z mit stetigen Ableitungen nach 
diesen Veränderlichen und wenn p ebenfalls eine stetige Funktion ist: 


u(z,y,2z)=w+ = (2 -20)+ a -y-Y)+ ı (2-2) +er 
Yı eg dr ; 0 dy ; Y Yo dz ; 0 ) 


du __ du’ E80 du’ Y-Ww_ du’ ee, 
dn Ox r y)o r DB) 7 en 


P.(2,0,2) =m+te, 


wenn: un = W(Xo,Yo, 20) etc. und: 


lime=0. 
r=0 


Wir erhalten folglich, wenn die Integrationen stets über die oben erwähnte Kugel 
ausgeführt werden 
He) ds 


lim G- +: -) de= a7 (ir 
F=0 d 

/ 1 " (x Ei %o)” ’ 
— u e j pi ) ds= Tau, 


lim (u cos(nz) +:--)pds=0, 


8 
lim (u cos(nx) +:::)p"ds = San, 


lim (vu +Vv" +Www")-cos(nx)ds =0. 


Wir haben ferner, wenn © derjenige Teil des Raumes ist, der innerhalb ’ liegt: 


lin ("X + vVY + w"Z) dw = / (uıX + umY + u13Z) dw 
r!'= Q 3 
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Folglich: 


En uu'(Xo, Yo, 20) = / (unX + Uu2Y + usZ) dw 


ı 


r 0Uo 


Dabei ist: 


: / (Wu + vV’u2 + Wulz) cos(nx) ds + / (u,pı — Unp') ds 


Ss’ 


uw, = u cos(nz) + v’ cos(ny) + w’ cos(nz) , 


Un = Un cos(nx) + U cos(ny) + us cos(nz). 


Man erhält auf dieselbe Weise: 


Sr uv' (zo, Yo, 20) = R (us X + U2aY + UnsZ) dw 


' 


Tr 0Uo 


. / (Wugı + Vu + wW'Ugg) cos(nx) ds + A (W,p2 — uanp') ds 


Dee ‚dan, _ 8 _... da 
P 2 dn alın j 


‚Ss 


Snuw'(zo, Yo, 20) = / (uzı X + U2Y + u33Z) dw 
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pe ws OUd . 


- vV’ug2 + w'ug3) cos(n) ds + a (ups — u3np') ds 


ı 


wobei: 


® 
us = Up — dry’ 
0 0° 
U22 — Er 82°’ 
0?® 
U23 = Ug2 — " dydz » 
0?® 
U3ı = U — as, 
00 08 


U33 a ör? y? ’ 


10) od 
pa = dy (20052 -n-4®) , 


19) od 
p3 = 32 (e05> ph a0) 


ist. Es erübrigt die entsprechende Formel für p’ zu bilden. Wir setzen zu dem Zweck 
in Gleichung 6: 
0 [1 
N _ DER = 
Br (:) j 
vu" u o° 1 
öy\r) 
w" s 0: 1 
dz \r) 


nm a 
Re ee 


Wir erhalten auf der Kugel für r = r': 


ILONERGER (© = zo) 
r3 
etc. 
n _ Quo (2 = zo) 
r3 ’ 
du” (2 —-xo) 
din "Or? 
etc. 
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und folglich: 


lim - Ba vn Be -) ds 


Fl@9.* ee 
ER @ y el 
2 a je 


lim (u cos(nz) +: )p'ds = Arpy, 


BR 
r'=0 Jr 


r' 


X — &0)* 4 
lim u (uw cos(nz) + :-:)p" ds = eu, | nl ds = = zmOUgUN , 


4 
lim (Wu + ---) cos(n) ds = Full 


r=r 


lim | ("X +v’Y +w"Z)dw 


r'=0 (0) 


E20)“ 


Also ist: 


sd: 1 Oo fi 
Kran tet GE) 
at EAU 40ER „IN 
ru |, % () dn  Oy () dn = ) dn 
ne en 
dnöx \r dnöy \r dnöz \r 


Wir müssen jetzt unsere Aufmerksamkeit auf die Herstellung der Funktion ® richten. 
Wir betrachten zu diesem Zweck das Integral: 


fe 2-2) aan, 
m FAR WR 
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wobei 


7 = (&-2%) +m-%) +(-%) , 

R=(£-2)”’+m-W’+lC-2)%, 
ist, während: 

r? = (x - 20)” + (y- Yo)” + (2- 20)” 


Die Integration wird über den ganzen Raum erstreckt. Wie unmittelbar ersichtlich, 
definiert das Integral eine bestimmte, stetige und stetig differenzierbare Funktion 
von x, y, z. Es sei So eine geschlossene Fläche mit überall stetigen Tangentenebenen; 
©). ist dasjenige Raumgebiet, das innerhalb So liegt. Wir setzen dann: 


a In / oe (4 . :) dE dndc = 8 +0" +8", 
T r\R 


wobei: 
-„/// : _ gug-(F-&+t2o) = ste0) d&dndd 
Ro rR i 
aiff. _ gr £teo) d&dndd 
9% 7° 
und: 


1 eug-(#-&+20) 1 1 1 
D = _— Fe de den 
/f: (7 2) acanac, 


und sich die Integration über den Raum außerhalb So erstreckt. ®” ist von r, y, 2 
unabhängig. Wenn wie wir jetzt voraussetzen wollen, x, y, z ein Punkt innerhalb So 
ist, so ist ferner ®”’ beliebig oft in Bezug auf x, y, z derivierbar, und die Ableitungen 
sind endlich und stetig, selbst dann, wenn & = xo, y = yo, 2 = 20. Um das Verhalten 
unseres Integrals in der Umgebung von dem Punkte xo, Yo, 20 zu studieren, haben 
wir also nur die Funktion ®’ zu untersuchen. Wir haben: 


ne ff: _ auo-(r—&+20) 1:8 (3) aganac 
[aR= Ro "For 

et) 10 (1 
2 or (m) ande 


_ guo-(T=E+20) 
este cos{ne) |, 1 / ACH EB dEdndg 
So = ö 


rR 2r RoOxo 
z Es e” eu. gta0) soalnz) ER Io’ | 
27 )s rR OXo 


17 


Wir bezeichnen im Folgenden mit ı eine beliebige Funktion von x, %, 2; &o, Yo, 20 
welche, wenn die Punkte x, y, 2; Xo, Yo, 20 innerhalb So, liegen, stetig und in Bezug 
auf den sechs Veränderlichen beliebig oft stetig differenzierbar ist. Wir haben dann: 


8% 8% 

Ox  dxo a 
und ebenso: 

od 8% 

Oy 5 yo 

00 _ 00 

d& 08 


Wir haben ebenso: 


g2p' Be guo Festen) 
O7? fl, = (3 z r una 
u.8.w. 


Ich behaupte jetzt, dass, wenn die Punkte x, y, 2; £o, Yo, 20 innerhalb ©, liegen 
und wenn r > 0, ® beliebig oft in Bezug auf x, %, 2; Xo, Yo, 20 stetig differenzierbar 
ist. Um dieses zu beweisen, zerlegen wir 0% in zwei Teile 0 und am, von denen 
der erste den Punkt r, y, z, und der andere den Punkt xo, yo, 20 enthält. Wir 


haben dann: 
1 _ ug. Ft) EÄANAG 
= In=-— 27 = 
Das aa / / IR i FR 


a _ 2gug-(F-&+2g) — „et20) dE dn dl 
@“ ‚RR 


Offenbar ist I in Bezug auf xo, Yo, 20 beliebig oft stetig differenzierbar und No) 
ebenso in Bezug auf x, y, z. Ferner ist: 


99) BE 99) 
Ox Oxo 


wenn td) in Bezug auf das Gebiet a dieselben Bedingungen erfüllt wie od in 
Bezug auf 29. Wir haben folglich: 

2 2 2 

10] m _ _ 0] I 10] I he 

0 3 din MT 


u.s.w. Wir sehen mithin, dass I auch in Bezug auf x, y, z beliebig oft differenzier- 
bar ist und natürlich ebenso No) in Bezug auf xo, Yo, 20. Damit ist die Behauptung 
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bewiesen. 
Um jetzt das Verhalten der Funktion ® in der Umgebung von den singulären 
Werten z=xo Yo, zZ = zu zu untersuchen, setzen wir: 


[77 ie et20) 
l G ee len lre@aaı) 
9% 2y 


Die ri ee 


802 FR 
1 ou ,_ us, „| dEdndG 

Eee 1- 9.6 Är_ See, 
2n /l, | 2u gen gu? mn rR 


Da die Funktionen: 


e”—1 
x ? 
e”-1l+tr 
x2 ’ 
e?”-1+x2-32? 


für positive Werte von x endliche Maximalwerte besitzen, so folgt leicht, dass man 
eine solche positive Größe K finden kann, dass die Funktion: 


eug-(F-&+2g) 2u2 
a en Fe) sr en) 
folgenden Ungleichungen genügt: 
EI<K-r, 
. 
|; |. = SR:rT, 
#E z $E Se 
m, ... — . Tr 
ö22|’|dxöy|’ 1922 j 
ÖE ÖE Ö®E 
a2 ? aa. ? ? a2 < K , 
d2"| |08°0% 02? 


Aus diesen Ungleichungen folgt sofort, dass das erste Integral in ® und seine 
Ableitungen der drei ersten Ordnungen nach x, y, z endlich und stetig bleiben, 
wenn x, y, z sich dem Punkte zo, Yo, 20 nähert. Durch partielle Integration sieht 
man, dass dasselbe von den Ableitungen nach x, y, z gilt. 
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Um das zweite Integral in ® zu untersuchen, betrachten wir die Gleichungen 


welche beide innerhalb ©) gelten. Aus diesen Gleichungen folgt durch die gewöhnliche 
GREENsche Beweismethode: 


N ln al“ 


d 
Anemc 


wobei: 


22 Kl + cos(nz) 


on 


= cos(nt) 


dE 


I Mr 


Wir erhalten in derselben Weise: 


N FR na - m m-n+%, 


u.s.w. Das Ergebnis dieser Rechnungen ist, dass das zweite Integral in ® folgender- 
maßen geschrieben werden kann: 


2,223 2 
OUgr ouor 3-(2 —-%0) 
Eh Em -(2€- 20) - (u 2 X 


dc . 
ist. Folglich ergibt sich: 


wobei x eine Funktion von &, %, 2; Xo, Yo, Zo Ist, welche mit ihren Ableitungen der 
drei ersten Ordnungen in der Umgebung von den singulären Werten x = zo, y = yo, 
z = 29 endlich und stetig bleibt. 

Zusammenfassend kann man sagen, dass unser Integral sich in der Umgebung der 
singulären Werte in der oben verlangten Weise verhält. 

Es erübrigt sich zu zeigen, dass unser Integral der Gleichung: 


A (m A0- omg.) =0 


genügt. Man hat aber: 


_ Qug-(r-2+t2g) 
j 2 .e 24 
Ad = Ad = 


r 
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folglich, wie zu beweisen war: 


(n-A-ou;,) A®=0. 
0x 


Die Funktion ® lässt eine einfache und für viele (aber nicht alle) Zwecke sehr 
bequeme Darstellung zu. Die Punkte x, y, 2; xo, Yo, 20 seien im Gebiete 0), gelegen. 
Wir haben: 

& e & + &" + &" 


und also: 


N u: 
dx 0x x ’ 
od u 88 98" od" 
0x0 Oxo Oxo Oxo ; 


u.s.w. Wir haben also: 


90 00 08 90 O0" O0” 880” 
dx Oo Or Oro x. 


OXo dr 


Das Gebiet 0, mag jetzt in allen Richtungen ins unendliche wachsen. Wir haben 
daher: 


ds, 


00 00% 1 / _ worte) Ccos(nz) 
| — . e K . 
dx 0m 2 ) FR 


und folglich: 


ml N, 
dr 277 Ds 


Wir haben ferner: 
Id" 1 19) Sage. Sl 
= . 24 FarREEn 
öOto 2 O%xo /f« 72 u 


72 ei &2 = 7” ee er 


ist und die Integration über dasjenige Raumgebiet ausgeführt wird, welches man 
aus 0%, durch eine Translation —xo, —Yo, —2o erhält. Also ist: 


80" 1 _euoF-&tzo) cos(nc) 4 
a m ® R 
OXo 27 i r2 ö 


wobei: 


Folglich ist: 
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Wir haben endlich, wie man ohne Schwierigkeit sieht: 


j; IP" Ri IB" u 0 
er da 


Folglich ist: 
098 08 


an 


Man beweist auf dieselbe Weise: 
ABA, tel: 


Nun ist aber: 
_ gug (r-z+29) 
2 


A,,,0=3:- ur 
A 
und andrerseits: Bi 5 
u 
KB Arıvo,o® F oUo dx Zu a 


und daher folglich: 


od 2u (e 2ug-(r—+20) Br ı) 


und also: 
Ö(x,y,2z) — O(r',y,z) = — / (e m 


Aus diesen Gleichungen folgt u. a.: 


_ gug-(r-2+29) 
2 


ug(r—-z+zg) ug(r-z+zg) 
5 Di ee 1. A 2 Fa: u 
u dx? in ou 0% r 
8 uodlen m -ı 
“27T Y 0w y F 
2® TEE a | 
uUg=- = — . A 
2 Or 0z ou 02 r 
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3. Die translatorische Bewegung einer Kugel und die 
dadurch mitverursachte Bewegung einer reibenden 
Flüssigkeit sowie eine Erklärung desselben 
Phänomens 


Wir kehren zu der Frage nach der durch die translatorische Bewegung einer Kugel 
hervorgerufenen Bewegung einer reibenden Flüssigkeit zurück. Wir wollen dieses 
Problem unter Vernachlässigung der Größen zweiter Ordnung in ug lösen. Wir 
betrachten zu dem Zweck die Funktionen: 


VER 30 % R 


ao 02.71 
4 9a2\R)|’ 


uog-(R+x) 
WERT. 0) 5 -1 dw 9 (5) 


_ guo:(R+x) 
‚ 3aug _wo(kt) 3ya © |e ”» —1 
— .e 2u | 


20 % R 4 dx dy 


5 0 "d R 4 920: 
Are 28 8 (IN ww 1 
Pe NR 4 m\R) 


Diese Funktionen genügen dem System gemäß Gleichung Amt X=Y=Z=0 
und den Nebenbedingungen: 


ug‘( x) 
‚_3pa Ö 5 =. Wü, (5) 


L.-TER=- ie et ei >l 
ar Reiten, el uel, 


wenn man nämlich im letzten Falle die Größen von zweiter Ordnung in ug ver- 
nachlässigt. 

Die durch die Gleichung 8 definierte Bewegung der Flüssigkeit ergibt für den 
Widerstand, welchen die Flüssigkeit gegen die Bewegung der Flüssigkeit ausübt, 
denselben Wert wie die von STOKES betrachtete, wenn man bei der Berechnung 
nur die Glieder erster Ordnung in uo berücksichtigt. Aber die hier betrachtete 
Bewegung weicht in ihrem ganzen Charakter von der STOKES’schen ab. Man sieht 
das am Besten, wenn man bemerkt, dass für grosse Werte von R die Geschwindig- 
keit vor der Kugel wie a abnimmt, hinter der Kugel dagegen wie E In der von 
STOKES untersuchten Bewegung herrscht vor und hinter der Kugel vollständige 
Symmetrie (vom Vorzeichen der Geschwindigkeit abgesehen). Wenn u, gegen Null 
abnimmt, nähert sich unsere Verteilung der Geschwindigkeiten überall der von 
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STOKES betrachteten, aber die Konvergenz ist keineswegs gleichmäßig. Wie klein 
auch u ist, so gibt es stets Gebiete, in denen die hier betrachtete Bewegung ganz 
anders als die STOKES’sche verläuft. Ich glaube, dass es jetzt deutlich ist, warum 
der Versuch von Herrn WHITEHEAD scheitern musste. 


4. Zusammenfassung 
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1. Bei der von STOKES gegebenen Ableitung der s. g. STOKES’schen Formel 


werden Glieder vernachlässigt, welche in grosser Entfernung von der Kugel 
ausschlaggebend sind. Durch diesen Umstand wird es bedingt, dass der von 
Herrn WHITEHEAD gemachte Versuch die von STOKES gegebenen Formeln 
für die durch die Translation einer Kugel hervorgerufene Bewegung einer 
Flüssigkeit durch Berücksichtigung der quadratischen Glieder zu verbessern, 
scheitern musste. 


. Um dem genannten Übelstand abzuhelfen, muss man auch in erster Annäherung 


in den NAVIER’schen Differentialgleichungen gewisse mit dem Faktor ug (uo = 
der Geschwindigkeit der Kugel) behafteten Glieder beibehalten. Zu dem so 
erhaltenen linearen Systeme wurden die verallgemeinerten GREENschen For- 
meln aufgestellt. 


. Mittelst den so gewonnenen Hilfsmitteln wurde durch die genügend langsame 


Translation einer Kugel hervorgerufene Bewegung einer Flüssigkeit untersucht. 
Diese Bewegung weicht in hinreichender Entfernung von der Kugel selbst bei 
den kleinsten Werten von uo beträchtlich von der STOKES’schen Bewegung 
ab. Die STOKES’sche Formel für den Widerstand gegen die Bewegung der 
Kugel erleidet dadurch keinen Eintrag in ihrer Gültigkeit. 


Teil I. 
Über die Stokes’sche Formel und 


über eine verwandte Aufgabe in der 
Hydrodynamik. ZWEITE 
MITTEILUNG. 


Mitgeteilt am 11. Januar 1911 durch L. E. PHRAGMEN und I BENDIXSON. 


5. Die Stokes’sche Formel als Grenzfall eines 
stationären, singularitätenfreien 
Bewegungszustandes einer sich unter kräfteeinfluss 
bewegenden, reibenden Flüssigkeit und Beweis des 
allgemeinen Falles am Beispiel selbiger 


In Teil II, im Folgenden kurz als erste Mitteilung zitiert, habe ich gezeigt, dass 
die von STOKES gegebene Ableitung der sog. STOKES’schen Formel nicht einwand- 
frei ist, und dass es auf diesen Umstand zurückzuführen ist, dass der von Herrn 
WHITEHEAD gemachte Versuch, die von STOKES gegebene Formel für die durch die 
Translation einer Kugel hervorgerufene Bewegung einer reibenden Flüssigkeit durch 
Berücksichtigung der sog. quadratischen Glieder zu verbessern, scheiterte. Ich habe 
ferner gezeigt, wie man, unter der Voraussetzung, dass das Bewegungsproblem eine 
singularitätenfreie Lösung besitzt, in befriedigenderer Weise zu der STOKES’schen 
Formel gelangen kann. Da die STOKES’sche Formel innerhalb gewisser Grenzen 
von der Erfahrung bestätigt wird, so scheint es von vornherein wahrscheinlich, dass 
jene Voraussetzung erfüllt ist. Da aber eine andere Deutung der experimentellen 
Tatsachen nicht ausgeschlossen ist — die beobachtbare Bewegung ist gewiss nicht 
in strengem Sinne stationär, eine quasistationäre, annähernd dem STOKES’schen 
Gesetze gehorchende Bewegung könnte als Einleitung einer nachfolgenden turbu- 
lenten Bewegungsphase aufgefasst werden - und da das allgemeine Problem, von 
dem das STOKES’sche nur ein sehr spezieller Fall ist, eine für die gesamte Hydro- 
dynamik grundlegende Bedeutung besitzt, so habe ich es für unerlässlich erachtet, 
nachzuprüfen, ob nach der Theorie wirklich ein stationärer, singularitätenfreier 
Bewegungszustand möglich ist. Wie ich in meiner ersten Mitteilung hervorgehoben 
habe, ist es zu diesem Zweck nicht notwendig, das komplizierte Problem von der 
Bewegung einer Kugel in einer Flüssigkeit zu lösen. Die Schwierigkeiten, auf wel- 
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che es hier ankommt, treten in ganz derselben Art in dem einfacheren Probleme 
auf, die durch ein translatorisch bewegtes, von der Zeit unabhängiges System von 
Kräften hervorgerufene, stationäre Bewegung einer reibenden Flüssigkeit zu be- 
rechnen. Wenn dieses Problem eine singularitätenfreie Lösung besitzt, so lässt sich 
mit großer Wahrscheinlichkeit behaupten, dass dasselbe von dem STOKES’schen 
Probleme gilt. In der folgenden Mitteilung soll nun gezeigt werden, dass das so 
vereinfachte Problem unter gewissen, unten näher angegebenen Bedingungen eine 
singularitätenfreie Lösung zulässt. 


6. Mathematische Formulierung des Problems 


Wir gehen zunächst von den NAVIER’schen Differentialgleichungen aus. Indem wir 
diese auf ein Koordinatensystem beziehen, das sich mit der konstanten Geschwin- 
digkeit u, der x-Achse entlang bewegt, bekommen wir: 


u u u u Op 
(5 rn w 2) =eX- Ze+n-Au, 


107 107 dv dv Ip 
(5: men wo) ser tn, 


(5 | „. gu a 1 ek 


ot 0x Iy 0z Oz 
du W Öw 0 
2 u 0 
mit den Nebenbedingungen: 
1. fir= Ve + YP+?=o:u=-W0=0,w=N. 


Dabei sind X, Y, Z die Komponenten der auf die Masseneinheit wirkenden Kraft. 
Wir nehmen an, dass sie abteilungsweise stetige Funktionen von r, y, z sind. 

Da wir eine von t unabhängige Lösung unseres Problems suchen, so haben wir 
au _ dv _ dw 


aaa 0 zu setzen. Wir setzen sodann: 


1 
u=-WHtU, 
1 
v=v, 
1 
wvw=Ww 
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und bekommen: 


du’ > QUR 2 OU ‚ du Op 
BEN BR ; ; ; . = 0X - — -AuW, 
= (“ O5 Iy Br e a = 
dv’ 00, 29500 u. Op 
ar es : : : ; = oY - — Av 
= 558 (“ 5 dy BF 2 a a 
w Qu . 0 ‚ dw Op ; 
Be . . . | . | ; — 0Z — —. Aw, 
en ran (“ da Iy er ö Fr “ 
du | du Aw 0 
x u di 
Dieses System lässt sich auch folgendermaßen schreiben: 
du’ a. en d 
a 
Iv' — > d 
ou 5, + oe (uw - wi) = oY - rear 
uw — & d 
—gug » 5, +0: (WW uV) = 02-5. +1: Au, 
du Adv Aw > 
9 My dr 
Dabei ist: 
— dw 
U — en, 
0x’ 
— au 0 
—: BEE 
02 0 
—.. au Au 
WW = — — — 
dx 
1 
dr 50: (u? +v?+w”) j 


Die zugehörigen Nebenbedingungen sind: 
1. WeRSeS HeVEeW EN: 


Von dem so erhaltenen Systeme von Differentialgleichungen gehen wir zu den 
entsprechenden Integralgleichungen über. Wenn S eine geschlossene Fläche ist, 
welche in jedem Punkte eine stetige Tangentenebene besitzt, und welche den Raum 
in nur zwei Teile zerlegt, so muss®, wenn xo, yo, 20 ein beliebiger Punkt innerhalb 


6Vgl. Teil II, Seite 13 und Seite 29 


21. 


S. ist: 
Sm (Xo, Yo, 20) = 0° / (un X’ + u2Y’ + u3Z’) dw 
2 


+ ug: k (Wu + Vu + wur3) cos(nz) ds + j (W,pı — ung) ds 
5 


s 
= fi u SUSE u 2 ds 
r sl dn "an 


Snuv'(zo, Yo, 20) = 0° / (us X’ + uY’ + u2sZ’) dw 
Q 


+ oug: (Wugı + Vu + w'Ugg) cos(nx) ds + ji (W,p2 — U2ng) ds 
E) 


s 
= ı + U SIE ds 
KH . de 2m » 
Smuw (Xo, Yo, 20) = 0° / (ug X" + ugY" + u33Z’) dw 
Q 


+ gun: / (Wuzı + V’uz2 + W'Ug3) cos(nx) ds + / (W,p3 — U3ng) ds 
s 


Ss 
1 2 dus, ..._y due da 
H a in 3a » 


Bo 
RNBERIORLIDFERION® 
R | OT EN. 
ug Alu: : Erz 
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Dabei ist 2 der Teil des Raumes, der innerhalb S liegt. Die Normale wird nach 
außen gezogen. X’, Y’, Z’ sind Abkürzungen für: 


X = X -+vVw-wvV, 
j EI 
Y=Y+wWW-uw, 


Z = Z+uv - vu. 


u;; und p; werden folgendermaßen definiert: 


00 0°0 
un = dy2 Vet 
0 ob 
un dar’ 
0 ob 
U33 = ER u7 dy2 ) 
RB 
U23 = Ug2 — "aydz’ 
Ho 
Usı = Ul3 = sa, 
Ho 
u2 = U21 = dry’ 


Dabei ist: 


wo die Integration über den ganzen Raum ausgedehnt wird, und: 
r=(£-2)+m-W+ll-2)° 
=) + mm) + - 2%)", 
sowie 
Be 
1-7, 


29 


ist. Wir sind von den NAVIER’schen Differentialgleichungen ausgegangen und sind 
von da aus zu den Integralgleichungen gelangt. Wie ich in meiner Abhandlung „Über 
die Bedeutung der Integralgleichungen in der Theorie der Bewegung einer reibenden 
Flüssigkeit“’ gezeigt habe, ist aber der Weg über die NAVIER’schen Differentialglei- 
chungen ein unnötiger Umweg. Man kann von den physikalischen Grundhypothesen 
direkt zu den Integralgleichungen übergehen, und die Integralgleichungen sind im 
Grunde nichts anderes als der sinngemäße Ausdruck der physikalischen Grundhy- 
pothesen. Man gewinnt dadurch den Vorteil, sich gar nicht um die Ableitungen 
zweiter Ordnung von u, v, w nach x, y, z zu kümmern zu brauchen. Dem entspre- 
chend wollen wir uns weiterhin nicht mit den NAVIER’schen Differentialgleichungen 
beschäftigen. 

In unseren Integralgleichungen ist die Fläche 5 enthalten. Wir wollen jetzt diese 
Fläche in allen Richtungen ins Unendliche rücken lassen. Wir beschränken uns 
auf solche Lösungen unserer Integralgleichungen, für welche die in diesen vorkom- 
menden Flächenintegrale bei diesem Grenzübergang gegen Null konvergieren. Wir 
gelangen dann zu der folgenden mathematischen Aufgabe: ein System von Lösungen 
zu den Integralgleichungen: 


Smuu'(Xo, Yo, 20) = 0° IH (uıX + u2Y + u3Z) dedydz 


1208 MH (vw — w'v’) un + (ww — uw”) una (9) 


+ (Wv’ - v/W) uns] dedydz, 


Smuv' (zo, Yo,20) = 0° IH (us X + uaaY + UsZ) dedydz 


H //fı (vw - wo) uzı + (ww "w) u22 (10) 


+ (u uv vv) us] dxdydz, 


Sr uw' (zo, Yo, 20) = 0° IR (uzıX + ug2Y + us3Z) de dydz 


0° / vw - wv) usı + (ww - uw) us (11) 


Ki (u'v’ — v’u) ss] dxdydz, 


”Arkiv för mathematik, astronomi och fysik. Band 6. Nr. 23 
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Amg(xo, Yo, 20) = /// x (+) | Y, Oo 
6] dxdydz 
use: 


© 
ER 
—_ 
Bu 
= 
& 
| 
S 
— 
&| 


zu suchen, für welche die oben erwähnten Flächenintegrale bei dem Grenzübergange 
verschwinden. 

Gleichung 9, Gleichung 10 und Gleichung 11 bilden offenbar ein in sich geschlossenes 
System. 


7. Eigenschaften der Funktionen u;x 


Die Funktion © verhält sich in der Umgebung von dem Punkte x = x0, Y = yo, 
z = 29 wier = (2 - 20)? + (y- 90)? + (z— 20)?. Man schließt daraus, dass man 
eine solche positive Größe a finden kann, dass in einem gewissen Bereiche um den 
Punkt x = xo, y = yo, 2 = 20 herum gilt: 


[07 
lu;x| re, 
r 


Wir stellen uns in diesem Paragraphen die Aufgabe, zu untersuchen, wie die 
Funktionen u;; sich für große Werte von r verhalten. 
In meiner ersten Mitteilung habe ich die Formeln angegeben‘? 


1 , d 
d(2,9,2) - Sa',y,2)=<: / RR, 
Y dr 


’ r 


8Siehe Teil II, Seite 22 
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und: 


9. meet) 19 ferrlr-atzo) _1 
. ee, 


r 7 dx 


R 
1 8 ferteteo) 1 
ser s 
en ( r 
1.8 [fertr-et%) _1 
My Y "8 ( r ) j 


Aus diesen Formeln geht unmittelbar hervor, dass man eine solche positive Größe 
Aı finden kann, dass für alle Werte von x, y, 2; to, Yo, 20 gilt: 

A, 
r-(r-2+%0)' 


ur] < (ke1,3,3). 


Wir wollen zeigen, dass man A} so wählen kann, dass: 


Aı 
r-(r-2+2%) 


ur] < ‚ k=1,2,3) 


gilt. Wir zeigen zu dem Zweck zunächst, dass: 


im, =) ee 28): 


rT=00 
Um dieses zu zeigen, hat man wiederum nur nötig zu beweisen, dass: 


u) u) .. &® 
lim —— = lim — = 


el); 
r=o Oy?  r=0 02? =, Oyöz 


Wir gehen von der Definitionsgleichung: 


£ 1 1 1 
0 [fern 4. (: e =) d£ dnde 
In ro r ro 


aus, wobei 7 wie auf Seite 17 angegeben definiert ist. Wir legen in dem &n(-Raume 
um den Punkt z, y, z herum eine geschlossene Fläche, welche den Raum in nur 
zwei Teile zerlegt. Dadurch wird auch die Funktion ® in zwei Teile zerlegt. Diese 
Teile können in Bezug auf x, y, z deriviert werden, wobei jedoch der Unterschied 
stattfindet, dass man in dem einen Teile beliebig oft unter dem Integralzeichen 
derivieren kann, während dies in dem anderen Teile nicht gestattet ist. Nach 
vollendetem Derivieren lasse ich die geschlossene Fläche, welche bis dahin von x, %, 
z unabhängig war, mit einer Kugel mit x, y, z als Mittelpunkt und mit dem Radius 


kz=var 
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zusammenfallen. a ist dabei eine beliebige positive Größe. Es wird angenommen, 
dass r > a ist. Durch eine zweite Kugel mit dem Mittelpunkte xo, Yo, 20 und dem 
Radius r + Yar zerlege ich ferner das eine von meinen Integralen in zwei. Ich habe 


dann z.B. 
Bd e (5) (3) | (5) 
Oy? Oy? )ı | ay? Oy? ) am 


wo ich mit dem Index I denjenigen Teil meiner Funktion bezeichne, der von dem 
Raumgebiete innerhalb der ersten Kugel herrührt, mit dem Index II denjenigen 
Teil, der von dem zwischen den beiden Kugeln liegenden Raumgebiete herrührt, 
endlich mit dem Index III denjenigen Teil, der von dem außerhalb der zweiten 
Kugel liegenden Raumgebiete herrührt. 

Wir haben jetzt, wenn wir die Rechnungen für die Funktion GE durchführen wollen: 


&® -(fo-&+20) 
Kar), Mr N ar | 
1 
en % r 


wenn wir der Kürze wegen für 


® -aeandc 
To 


1 
7 
) asanac, 


ey (fo-$+20) — Q 


schreiben. 
Folglich ist: 


RoN\ _ // 2 "le E 
op), Mm ed a 
ie 2 Q 1-8 
= m a - SB Fr cos(n,Y ij], (2 - aganac 
au 


re. 
= Jim | Eu M . oslnyy as I], ve (&) d£dndc 


Nun ist aber: 


An 


Q(y-n) > 
— < Max. Os En Year 


Far ro iz 


- cos(n,y) ds 


und ferner: 
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und daher also (wenn x <r): 


ee z 22(2) and] < I. (5+ 2).2 9 deanac 
ei Br Sf] zucanac 


a | za 


Folglich ist: 


a ler] 


Wir haben weiter: 


(52). 8 ES) cn 
(ED once fen 


Tr Mr 


I u d’o je =70-(1-c05)) . 7, sin(d) dd 
— ER ; "a = ee) dry < (1 ar 4n-(1+,/%) 
Yvlar)? Jo Be vr 


Wir haben endlich: 


COS (= = u) dedndk 
>), 2 If acanac. 


Nun gilt in dem Gebiete III die Ungleichung: 


ro rtver _ DE 
m Jar ee 


Also: 


und also: 
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Folglich ist: 


(3) 
9y? ) m 


ER. [ff Gasan 
Ev." Lan 


+r. 70 


Damit ist die Behauptung: 


lim up =0, (,k= 2,3) 
bewiesen. 
Mit Hilfe des jetzt dargelegten Theorems können wir neue und einfachere Ausdrücke 
für die Funktionen Er . 2 5 und damit auch für die Funktionen u;; (i, k = 2,3) 
angeben. Wir haben z.B.: 


Ob 1. 0° ( 2) 


dx dy? u Y Iy? r 


und also: 


2 x 3 1 x 2 1- e-rir'-&+20) 
| a de= 2. | 2 2 de, (13) 
OU ‚ee 020 Te # 


wenn: 


Andrerseits haben wir auch 


&?® T ö’® 1 6°) ö? R er. (r'-£+20) 
a d 14 
ay? en Ox Iy? z Y / Iy? ( r! ) & ’ ( ) 


3) 


U.S.W. 
Wir verwenden diese (und die analogen) Ausdrücke, um näher zu untersuchen, wie 


die Funktionen —. 2, EM - und damit auch u;x(i,k = 2,3) sich für große Werte 


5 2 v i% 5 
von r verhalten. Wir betrachten z.B. Fr Es sei zunächst x < zo. Wir verwenden 


den ersten in Gleichung 13 angegebenen Ausdruck für 5. Wir haben, wenn wir 
für 
e ıer-&+20) =; © 


schreiben: 


® 1-QN_ ; 1 3:9) 
a a 


Nun ist für © < ro: 


. nu. Be N 2 2 
fu-9-(#- r’ )«|<2 [ se 3 


Ferner ist: 


< IN Pet de = nn eyr-ateo) 
iu Y 


Endlich 
T I 1 T I _ 1 
/ dee. 1 tm L .ereste). 
RR; r we r yr 


Aus diesen Ungleichungen folgt, da nach unseren Annahmen auf dem Integrations- 
wege r’ > r ist: 
nd 


< EL -Y(r-2+%o) 
yr 


5 
.e 


Iy? 


r 
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für r <&o. 
2% 


Es sei jetzt & > xo. Wir verwenden Gleichung 14 für Er Wir setzen also 


828... 1 3:.(W= 39)” 
a a0: (- r” ) 


Wir haben: 


__2.e rote) 2. ie 5 Eogr ag 
a E 


yr 
oo [6,0] 1 
_ _2.erie-atz) _ 2 Hi Be el ee N _ 
yr er r a 


& 2 on! 
/ (Y > Yo) Q' de & 2 . ey (r-ztz20) ai 2 . ey (r-ztz20) + 2 R ji < d 
2 r AR Y Je Tr 


Y2r2 
Um endlich zu untersuchen, wie sich das Integral: 
© N 
ha 
für große Werte von r verhält (x > xo), setzen wir 
n=r—-$&+% 


und bekommen: 


[e'0) r—-c+z7 
Zu [ ne ende 
euE ) Wen) Fear 


Wir setzen der Kürze wegen: 


(y-Y0)” + (2-20) = r?- sin?(d), 


t-%=r:cos(d) (0<9<5), 


2 ’ 1 3-(y- 90)” De! = 2 
fFa--(-#: 75 )«|<2- / Deere 


37 


und haben dann die Funktion: 


r-(1-cos(9)) 1 
I- .e ’"d 15 
l r? -sin(9) +n2 i n 


zu untersuchen. 
Wir bemerken zunächst, dass: 


ı<| on = 1 
"Jo r?- sin?(9) 7 Gr? sin?(W) 


und dass: 


e nn 1 ne 1- rn 
) r? - sin“(d) r - sin?(®) 

Wir ersehen aus diesen Ungleichungen, dass wenn der Punkt x, y, z sich von 
dem Punkte zo, Yo, 20 In einer anderen Richtung als der der x-Achse entfernt, I 
mindestens so stark wie 5 gegen Null abnimmt, wenn aber die Entfernung parallel 
der x-Achse geschieht, dagegen mindestens so stark wie “. Man zeigt ferner leicht, 
dass, wenn ® > 0, Ir? gegen einen endlichen Grenzwert, nicht Null, konvergiert, 
wenn r über alle Grenzen wächst, während, wenn 9 = (0, dasselbe von Ir gilt. Was 
uns übrig bleibt, ist eine Gleichung aufzufinden, aus welcher das Verhalten der 
Funktion I sowohl für 9 > 0, wie für d = 0 geschlossen werden kann. Wir bemerken 
zu dem Zweck, dass man eine solche positive Größe a finden kann, dass für alle 
positiven Werte von n: 


e"< 


1+7 
gilt. Wir haben dann: 


r-(1-cos(9)) 1 
I<a: d 
| (7? sn?) +)- (tm) 
4 r-(1-cos(9)) 1 n 
= —————_ / ——— — - arctan | ——— | — arctan(n) 
1-r?sin“(d) Jo r - sin(d) r-sin(d) 
. di nn 1 n 
pr. sin(d) - (1 +r- sin(d)) N) nd) -n r. sin(d) 


.arctan (5) p: aretantn) 3 


Die Funktion: 


1+x2+y z-arctan(x) — y- arctan(y) 
(+9) (9) 
ist für positive Werte der Veränderlichen, inkl. die Werte 0 und &, endlich, stetig 
und positiv. Es sei aı eine positive Zahl, größer als der grösste Wert, welchen die 
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Funktion für die erwähnten Werte der Variablen annimmt. Wir haben dann: 


a a-aı IT tn 
Tr: sin(d) : (1 +r: sin(%)) 0 I ) Tr u 


aaı : (1— cos(V)) 
r - sin(d) - [sin(9) + (1+r - sin(9)) - (1 — cos(d))] 


 2r- cos (2) - [eos (2) + (1+r-sin(d)) - sin (2)] = 1-+r-(1- cos(d))] 
mit (0<Y<5) 


Wir haben also das Ergebnis: 


0! a-aı 
er re] 


erhalten. Diese Ungleichung in Verbindung mit den oben Abgeleiteten zeigt, dass 
man eine solche positive Größe a (wir bezeichnen hier und im Folgenden mit a eine 
positive Größe, deren Betrag uns hier nicht näher interessiert) bestimmen kann, 
dass für x > xo gilt: 


[07 a a [07 


Satr ler) Rtrlrr-eta) 


Bd 
Iy? 


Aus der für x < xo geltenden Ungleichung geht hervor, dass man a so gross wählen 
kann, dass diese Ungleichung auch für x < xo gilt. Nun wissen wir aber, dass die 
Funktion: 
0?® 
r- FIR 
auch in der Umgebung des singulären Punktes x = zo, y = yo 2 = zo endlich bleibt. 
Wir schließen hieraus, dass man a so groß wählen kann, dass für jedes Wertsystem 
Bell: 
?® a 
y? ; r- I1+r-2+2%) 


[ak 
5 oz? 
endlich ER betrifft, kann auch diese Funktion auf dieselbe Weise untersucht 
werden, wenn man nur die Ungleichungen: 


x _ s _ 2 x 
f® wi 20) gr ae </_ uz 3) arg. © BER ne 


ee ge es 7a 


Auf dieselbe Weise zeigt man, dass eine ähnliche Ungleichung erfüllt. Was 
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zu Hilfe nimmt. Wir haben damit den Satz bewiesen: es gibt eine solche positive 
Größe A, dass für alle x, y, z gilt: 


Aı A, 


ir| < r-[I+r-(1=cos@))) r-(I+r—-x+20)' 


Aus den obigen Rechnungen geht ohne jegliche Schwierigkeit hervor, dass man Aı 
so wählen kann, dass man überdies: 


u; 


02 


Ou;r 
Oy 


Our 


dx 


Aı ni 
S r.TI+tr-(1 = cosW))] 


’ ’ 


j 
r2 


hat. 
Ich schließe diesen Paragraphen mit einer Bemerkung über die Funktionen %;;: 


a dy dz ’ 
m u; iz 
Er} x 
Ouia u; : 
Usa = _ ‚ =.14233)% 
“Tr Iy ü 


10] 
u — 0 u12 = 3,2? 
2 ö _ 6) 
uU3 = BT usı = ,A® 
= 10] 
um = 0 ua = 3,2? 
L 
10] 0] 
1 = „Ab BEN: 
Uzz, = 0 
Da: 
Ad = 2. erir-atz) 
Br ’ 
so folgt z.B: 
En OR De ie: 
um=—- ( 1 . 2) = a) : er) 
— 2 r—-I+% 2.(0-% Y(r-acH+t 
un - (? ( = 0) “ 2) Y-(r-+20) 
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u.s.w. Wir schließen hieraus, dass: 


(Mr Yıyl- cos(d 3) (n-rtan). 
ir 


%;:| < 


Zum Beweise braucht man nur zu bemerken, dass: 


(2%) 


<sin(d) < 2: (1-cos(W)), (O<d<m) 
= 


8. Grundlegende Ungleichungen 


Wir bezeichnen in diesem Paragraphen mit «) eine Funktion von x, y, z, welche 
im ganzen Raume endlich, eindeutig und abteilungsweise stetig ist und welche der 


Ungleichung: 
; 1+cos(d}) 1 = 
bl < k 5 Ü + .e Y (R+x) 


+ R)?“ (1+ R)2*P 


genügt. Hier ist: 


und 
0<a<-<, 
8 
1 
O<Pß<<. 
R 8 


k' ist eine positive Konstante.- Wir stellen uns die Aufgabe, die Funktionen (von 


xo, Yo, 20)! 
IH uUrdbdıdydz, 
If Und dıedydz 
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zu untersuchen. Wir bemerken zunächst, dass sie für alle Werte von xo, Yo, 20 
endlich und stetig sind. Was uns übrig bleibt, ist zu untersuchen, wie sie sich für 
große Werte von Ro (RE = ad +yö +25) verhalten. 

Wir betrachten zuerst die Integrale von dem ersten Typus und haben also das 
Integral: 


‚fi 


zu untersuchen. Wir betrachten zuerst das Integral: 


N Eden. 


1. Um den Punkt xo, Yo, 20 herum lege ich eine Kugel mit dem Radius Ro und 
bezeichne mit I, denjenigen Teil unseres Integrals, der von dem Inneren der 
Kugel herrührt. Wir haben dann nach der SCHWARZ’schen Ungleichung: 


(1 ai cos(d —2YyR-(1+cos(d1)) 
n< //f‘ Eu 2) dx dydz 
- IH ;„ dedydz 
ır?-[1+r-(1-cos(9))] 


22-( (2- e 2 
YR-(14cos(91)) 
< Re ae dx dydz 


a wer: za 


Um eine obere Grenze für das erste Integral zu bestimmen, führen wir 
Polarkoordinaten ein und bekommen: 


/ffe + cos(9,)) - e rt) de dydz 
I 


3Ro 7 
<2t- / R? ar | (1+ cos(9,)) - e rrU+eos@ı)) sin(Y,) dd 
0 


r-|1+r-(1-cos(Ö))] 


1-+ cos( Y1+cos() 1 
(1+ R)?-« (14 R)2+8 


dx dydz 


Ro 
IRo 6%) 
2 naR 
| ar | erde 
3Ro 0) 27 


Um das zweite Integral zu berechnen, führen wir von dem Punkte zo, Yo, 20 
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aus Polarkoordinaten ein. Wir haben: 


lee "a “ re 


= 4Ar: nn on dB=27: log(1 + Ro): 


Wir haben also: 
220-0), 72.Jog(l+R,) 


HR) 


Wenn a eine solche positive Größe ist, dass für Ro > 0 gilt: 


2 
I < 


220-0) .72.logI+Ro) _ 5 
[07 
y? z (1 + A 2 


so folgt: 


< [07 
1+Ro 


2. Wir betrachten jetzt denjenigen Teil, Iz, unseres Integrals, der von dem Raum 
zwischen der oben erwähnten Kugel und einer neuen Kugel herrührt, die den 
Mittelpunkt im Anfangspunkte und den Radius > Ro hat. Wir haben hier: 


1 
re 


Folglich: 


2 1+ cos(dı 
I < Ri Ih me . er dr dy dz 


4 
< a, Ira =.dR; " Y1-+ cos(d,) - e’rU+res)). sin(d1) dyı 
0 


<— ar z.e ”dz. 
Ro | EEE 0 “ 


3. Wir betrachten endlich den letzten Teil I; unseres Integrals. Wir haben 
außerhalb der zuletzt eingeführten Kugel: 


> 


a S 
wm 
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Folglich ist: 


[6,0] 1 m 
I; < 67 ii ————dR- h 1 + cos(dı) - e YrA+eos@ı)) . sin(Y1) dd, 
5Ro (1 ar BR) >® [0) 
Rn 1 
<6r: ar | Vz-e"”dz 
3Ro VR ed Zu R) ne 
127 


< 
VRo:(1+ Ro)! 


= Va-e 7” d2. 


Aus den Ungleichungen für I,. Is, und I; ist deutlich, dass man eine solche 
positive Größe a finden kann, dass: 


I +L+l< 


Auf analoge Weise zeigt man, dass man a so wählen kann, dass: 


N Re Ir Tay Pen 


Aus diesen beiden Ungleichungen erhellt, dass man eine solche positive Größe Aa 
finden kann, dass: 


N. 


Da aber das Integral links für alle Werte von xo, Yo, 20 endlich und stetig ist, so 
folgt, dass man auch eine solche positive Größe Az finden kann, dass: 
< (i,k=1,2,3). 


BL uUrbdxdydz ArR)' 


Wir gehen zu dem Studium der Funktionen: 


Is dx dydz 


über. Bei diesem Studium haben wir wiederholt einige Hilfssätze zu verwenden, 
die ich daher hier zusammenstelle. Der Erste ist die schon mehrmals benutzte 
SCHWARZ’sche Ungleichung: 


ana] < [na Roe. 


1 
A 
u RE a3): 
0 


k'As 
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Der zweite Hilfssatz betrifft das Integral: 


Yy-(R-+r) 
Fr I E AR. dxdydz. 


Dieses Integral genügt der partiellen Differentialgleichung: 


Bo RO Es 
0x6 | 9% Ä 


.J= - ——. 
Fr (1 + BR)? 
Aus Symmetriegründen ist ersichtlich, dass J nur von Ry abhängt. Wir haben also: 


d? 2 Ro : er 
dR? (RoJ) = Y: RoJ = AHR)# 


Wir setzen: 


und haben dann: 


U ARE: DERRBEE 
dR? dRo (1+ Ro)!+? 
und also: af ER £ 
= | ERST 
Folglich: 
fe | | 5 dE+tato-ert., 
Ro a ne 


Um die Integrationskonstanten cı und cz zu bestimmen, bemerken wir, dass: 


lim J=0, lim RoJ=0. 
Ro=x Ro=0 
Wir bekommen hieraus: 
[65 Bu 0, 


6) S n € 
a=-/ e an. | Ares de: 


Nach Einsetzen dieser Werte bekommen wir durch eine einfache Umformung: 


e-YRo © Br 4 Ro+n E 4 
Je - = - de. 
Ro / ö ö | Mean : 


45 


Wenn jetzt zunächst # < 1 ist, so haben wir (7 > 0): 


Ro+n & Ro+n 1 001 | ea et 
j mamt<| rer rar. 


Die Funktion: 
ei Ro+n € 
SER‘ N 7 air ie 
bleibt folglich für alle Werte von 7 (> 0) unterhalb einer endlichen Grenze, wenn Ro 


über alle Grenzen wächst. Man kann folglich eine solche positive Größe az finden, 
dass: 


wenn B <1. 

Wenn 8 = 1 ist, so kann man offenbar, wie klein auch die positive Größe & genommen 
wird, eine solche positive Größe a; finden, dass: 

G; : ey Ro 


J< 
Ri: 


Wenn endlich # > 1 ist, so hat man: 


Ro+n € Ro+n 1 1 1 1 
d IN d ni a zu 
| Gr e<| arep © B-n Fr Ant R” 


ne 
Be 


Man kann also eine solche positive Größe a finden, dass: 


-yR 
a-e7Ww 
NE 
Ro 


wenn 3 >1. 
Wir betrachten jetzt die Funktion: 


0) 1 x 1 =) Br 
Tre Eee ( . e 7 (Ro+zo) 
| ) Ro R2 Y RL 


e) R Ro+n € 
. 2 . A 
era me 


To° eY(Ro+2xo) a (Ro + n) 
0 (1 + Ro + m)? 


„ein dn. 


Wir schließen aus dieser Gleichung, dass man, wenn 8 < 1 ist, eine solche positive 
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Größe az finden kann, dass: 


6) 
dx 


yx aß —Y(Ro+x aß —Y-(Ro+zx 
(J: Ei) ne (14 2) er@ten4 ne Y(Ro+zo) 


0 


Wenn 3 =1 ist, so kann man, wie klein auch die positive Größe e genommen wird, 
eine solche positive Zahl a. bestimmen, dass 


> 
Oxo 


(JE) 


> e : (i 2) .eY(Rotzo) m .e Y(Rotxo) 


Wenn 3 >1 ist, so kann man eine solche positive Größe a finden, dass: 


[07 [07 
FEN In 0 2) R eY(Ro+zo) E eY(Rotzo) ; 
R ( Ro Re 


In den nachfolgenden Rechnungen kommt auch ein mit J eng verwandtes Integral, 


y(R+r) 
/ IF —— drdydz 
Ar 


vor. Um dieses Integral zu untersuchen, betrachten wir eine etwas allgemeinere 


Funktion: 
y-(Rı+r) 
K (1, yı, 21) = Are dxdydz 


R=(-n)”+WY-y) +(2-2) 


wobei: 


K(x1,Yı, 21) ist dann eine Funktion von xı, Yı, 2ı und von xo, Yo, 20- Der absolute 
Betrag dieser Funktion wächst über alle Grenzen, wenn Rıo , der Abstand zwischen 
den Punkten xı, yı, 2ı und &o, Yo, 20, gegen Null konvergiert. Man überzeugt sich 
leicht, dass K in der Umgebung des singulären Punktes sich wie die Funktion 


log (#) verhält und dass also: 


„im (ds el ee. 


Rıo=0 


Um jetzt K(xı,yı,2ı) zu untersuchen, gehen wir denselben Weg wie früher bei der 
Untersuchung von J, nur mit dem Unterschied, dass wir K als eine Funktion von 
x%ı, Yı, 2ı auffassen. Wir erhalten: 


9 (Ro) etw 
Rıo 


K= 
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mit 
[0'6) 


9(Rıo) = en. / e” .Jog(m)dn+cı+ ce. 
Rıo 


Ebenso wie früher findet man: 


o=h, 


a1=- / e"?" .log(m)dn. 
0 


—yRıo x 
ee / em <1og (1+ 229 Jan, 
Rıo 0 n 


oder wenn wir jetzt £ı = yı = 2ı = O0 setzen und damit zur ursprünglichen 
K-Funktion zurückkehren: 


—Y-Ro x R 
Ro 0 7 


Durch partielle Integration überzeugt man sich leicht, dass K in der Umgebung 


Also: 


von Ro = 0 wie log (3) unendlich wird. Wenn jetzt a, eine solche positive Größe 
ist, dass: 


log (1 + ®) 


& 
1 R; 
( :) 


acer K ( 1 -) Er 
Bee —_ +2) .e2 dp. 
BR 0 Ron 


Da, wie wir oben gesehen haben: 


so folgt: 


im 2 eRK=D, 
Ro=0 


so folgt, dass wir, wie klein auch die positive Größe e genommen wird, eine solche 
positive Größe a. bestimmen können, dass: 


RR 


K< = 
Ro 


Unser letzter Hilfssatz gilt dem Integral: 


1 
I. mer, 0<6<2. 
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Wie ich an anderem Orte gezeigt habe’, kann man eine solche positive Größe a 
bestimmen, dass dieses Integral kleiner als: 


BB IE 
(1+ Ro)? 


ist. 


Nach diesen Vorbereitungen kehren wir zu den Funktionen: 


rs dx dydz 


zurück. Nach unserer Annahme ist: 


1+cos(d}) 1 IM 
Zn N E y(R+x) 
MIR | (I+ Re " =! . 
wobei 
0<a< ! 
[6% en, 
8 ’ 
1 
O<P<<. 
p 8 
Folglich: 
3k’ 
ge —y(R+x) . 


Um eine obere Grenze für den absoluten Betrag unserer Funktionen zu finden, 
haben wir also nur die Integrale 


und: 


Eee er... 
en 


zu untersuchen. Wir betrachten zuerst das erste Integral. Sein Quadrat ist nach 
der SCHWARZ’schen Ungleichung kleiner/gleich 


1 cos(V) Ten, ee) 
I el. mp dedde 


9Sur les formules de Green generalisees qui se prösentent dans l’hydrodynamique et sur quelques- 
unes de leurs application, Acta Math. Tome, 34., p. 264. 


49 


und: 


L-L, = 2 En ) a dedyd 
A a DE > (rZETTO ne en, i 
ne Hl, x (1+ R)?« Be 


I, = _ . dedyd 
2 IH ( r? yr3 ) (1+ RR)? a 


LE — co ey (r+R+2o) 


ey (r+R+2o) 
u N are) 
e Tr en 
nn IH Rear ; drdydz. 


Nach unserem zweiten Hilfssatz kann man eine solche positive Zahl a finden, dass 
das erste Glied rechts kleiner ist als: 


Dabei ist 


Folglich: 


L|s 


Y 


[07 co Er a x 
= et (Ro+xo) & EI (Ro+xo) 
BR ( 2) Bi 


Wir haben ferner: 
<///; m Em „ dedydz 


BR (r+R+xo) 
NZ en zürayar| < 
er (r+R+xo) 


Aus unseren zwei letzten Hilfssätzen folgt, dass man, wenn e eine positive Größe 
ist, eine solche positive Zahl a; finden kann, dass das rechte Glied kleiner als: 


Y4e , -21:(Ro+zxo) 


ist. Folglich: 


& (+ R+20) 
IE >) i dxdydz| < ee . ey (Rotzo) 
aa r + R)”« R2 073 


Wir können folglich eine solche positive Größe a, finden, dass für genügend große 


O0 


Werte von Ro: 


a xo 1 _R 
DR 14 | .e Y(Rotzo) 
: RR ( 2) u) 


-Y(Rotzo) 


Wir setzen jetzt: 
e=1-4-(a+Pß) 


und können dann aus unseren Ungleichungen den Schluss ziehen, dass für genügend 
große Werte von Ro: 


= -y(Rte) 
NET re ara 


[07 x 1 Sa 
Ei 1+ — + .e Y(Rotxo) 
Ro ° | VRR Ro" } 
Wir gehen über zu dem Integral: 


a er 
er 


Sein Quadrat ist kleiner als: 


er (r+R+2o) 
IH: a ee ‚ dedydz- NT RR dxdydz. 


Wie klein die positive Größe e auch ist, kann man nach unsren Hilfssätzen a- so 
wählen, dass dieses Produkt kleiner als: 


az 
€ . e 27 (Ro+xo) 


on 2a—e 


wird. Wir setzen: 
e=1-2-.(a+ß). 


Wir sehen dann, dass wir a so bestimmen können, dass: 


e 7. (r-2+2o) ey (R+2) a: e Y(Ro+2o) 
IT ge a 


Aus den jetzt erhaltenen Ungleichungen folgt, dass wir ein a so wählen können, 


ol 


dass für genügend große Ro: 


ak’ 0 1 are 
N mwaravar| < < Ri { et o+zo) 


Da das Integral links für alle Werte von x&o, Yo, 20 Stetig ist, folgt schließlich, dass 
wir eine solche positive Größe A, finden können, dass: 


mare: 


< Ayk' 


; | as cos(d0) | . e Y(Ro+xo) 


d#R)# den) 


wenn: 


Ohne die Ableitungen: 


erschöpfend behandeln zu wollen, bemerken wir folgendes. Da: 


Aı Aı 


r-[1+r-(1-cos(9))] rn’ 


ui 


i 020 


Ouir 
Oyo 


Our 


OXo ; 


so haben wir, um eine obere Grenze für die absoluten Beträge jener Ableitungen 
festzustellen, nur das Integral: 


He: rn) | = | u 
1 


—y(R+zx 
Hm .eY Rt) dedydz 


zu untersuchen. Nun haben wir oben gesehen, dass: 
HIAk: 1+cos(dı) 1 -Y(R+e) 
1+R)>e  (1+R)2# 


r-(l+r-x+2) 


dedydz< 


[07 
ER, 
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Nach unserem vierten Hilfssatz ist überdies: 


II ee | 


dx dydz 


r2 


a 


Wir schließen hieraus, dass man die positive Größe A; so wählen kann, dass: 


/ var dydzl, 


Diese rohe Ungleichung genügt für unseren Zweck. 


As 
d + Ro) j 


9. Durchführung des Existenzbeweises 


Wir kehren zu den Integralgleichungen Gleichung 9, Gleichung 10, und Gleichung 11 
zurück. Wir nehmen an, dass X, Y, Z abteilungsweise stetige Funktionen von tx, %, 
z sind und dass man die positive Größe k’ so wählen kann, dass: 


Kirk u a ee 
’ h) (1+ R)?« j R j (1+ R)2+# ’ 
wobei 
0<a<- 
[67 g’ 
1 
O<Pß<<. 
p 8 


Das ist insbesondere dann der Fall, wenn X, Y, Z nur in einem endlichen Bereiche 
von Null verschiedene Werte besitzen. 

Wir führen in unsere Integralgleichungen einen Parameter X ein und schreiben sie 
folgendermaßen: 


u(2,9;2)= a - IH (un X + uaY + usZ)dEdndG 


an —Yı (vw - ww) un + (ww "w) una 


+ (uv’ - v/W) u13] dEdndG 
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u.s.w. Hier stehen X, Y, Z; W, v’, w'; w, v’, w'; u für X(&n,C), 
wW(E,7,C), :-.; ux(&,n,6;%,Y,2). Wir machen den Ansatz: 


und bekommen zur Bestimmung der Funktionen u/,, v},, w};: 


ul = m : I (uıX + u2Y + usZ)dEdndG, 
Tu e 

If (un X + UunY +uZ)dEdndG, 
Mi & 

wi, = m If (usı X + u32Y + ussZ) dE dndg; 
Ma & 


i=(n-1) 


Bee, a Se 
Er 
) 


i=(n—1 
[ei 17 
dr ) (wiun-i- = uw ni) u12 
i=0 
i=(n-1) 
a ni d£dnd 
+ U;V n-i-1 0 YUn-i-1) U3 & N C>; 
i=0 


i=(n-1) 


i=(n-1) 


i=(n—1 


7 Fr 
+ ) (wiu n-i-1 U W u. Uu22 


+ (ra — Uni) U23 de dn dl 9 
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UTC); 


i=0 
i=(n—-1) 
22 > (win - WWn-i-ı) Use 
i=0 
i=(n—1) 
+ (Wi = vun-i-) U33 dE dn dc, 


oO 


i= 


vorausgesetzt, dass diese Integrale einen bestimmten Sinn haben. Man sieht unmit- 
telbar, dass unsre Formeln für un, vg, wı bestimmte, stetige und stetig differenzier- 
bare Werte ergeben. Aus unseren grundlegenden Ungleichungen folgt ferner: 


N are) 
SER AST SEN 3ok’ Ay 1 % 1 
7 7 |. : R .pY(R+e) 
[wol ; Ivo] ‚ [wol Inu (1 + R)'=« R (1+ R)!+# = i 
un | IOvy| dw, 30k’ Az 
de: \”,|.9% | | 02 Smzu-(1+ Re 


Aus diesen Ungleichungen folgt wiederum, dass unsere Gleichungen für w/ v\ w/, 
bestimmte, stetige und stetig differenzierbare Werte geben und dass: 


30 )- KARA, 


ll < (FE) 


TU 


7! 
Wil, 


N 1 m 1 

7 7 = re RA A2: s 1 ’ —Y(R+x) 
Zu rz (3) "ldenre R' G+RPRf“ 
u, | \dv | dw, Bo  KPAzAAs 

dx \'|öy|'| 82 nu (1+ Re 
Indem man so fortfährt, sieht man, dass in der Tat unsere Gleichungen für jedes 


n bestimmte, stetige und stetig differenzierbare Werte von u/,, v/,, w/, geben und 
dass, wenn man mit a, die durch die Gleichungen: 


’ 
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definierte Zahlenreihe bezeichnet, folgende Ungleichungen bestehen: 


30 “ kIrtL( Az Ay)" Ag 


a ‚v* |, Jo’ ee 
alle < an: ( _. 


Im 


Et dene BEN in RR AAN 
elle () en 


: 1 & 1- z N 1 . pY(Rt+e) 
(1 + R)!=« R (1+R)+ 


30 2n+1 kIrtL( Az A1)" As 
"Bu (1+R)e 


u),| |Ov,| |Ow,, 
0x Iy Oz 


Nun besteht, wie man leicht zeigt,'" die Gleichung: 


’ ’ 


T 


ı= Er FH era 
0 


Die Reihe rechts konvergiert folglich unbedingt und gleichmässig, wenn: 


21 <7 
2l<7- 
Folglich konvergieren die Reihen: 
Dur, Dan, Dar; 
0 0 0 
OX Iy Oz 
0 0 0 


im ganzen Raume unbedingt und gleichmässig, wenn: 


90? ; 1 
AzAı <- 
rd 


d. h. wenn: 

167?u? 

90? A3Ay 

Die Reihen 6 definieren folglich für hinreichend kleine Werte von |A|k’ Funktionen 
von x, y, z, A, welche in Bezug auf A analytisch sind. Die Reihen sind in Bezug 


Alk’ < 


10Vgl.: Sur les formules de GREEN gen6ralisdes qui se prösentent dans l’hydrodynamique et sur 
quelques-unes de leurs application, Acta Math. T., 34, p. 256. 
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auf x, y, z gliedweise differenzierbar. Sie erfüllen die Integralgleichungen gemäß 
Gleichung 13. Wenn: 

16r?u? 

90? A3 Ay 


können wir A=1 setzen. Wir schließen, dass unter dieser Voraussetzung: 


Ki 


unsere Integralgleichungen Gleichung 9, Gleichung 10, und Gleichung 11 erfüllen. 
Gleichung 12 definiert eine zugehörige, eindeutige und stetige Funktion q. 

Es bleibt uns nur noch übrig zu zeigen, dass die Lösung, deren Existenz wir 
nachgewiesen haben, sich für große Werte von R so verhält, dass die Integrale: 


Jun - cos(nt) ds, [ann ds, | a ds, 
S s s 


‚dus du’ Ss 
I» Ir ds gs G=1;2,8) 


wenn die Fläche S ins Unendliche rückt, gegen Null konvergieren. 
Aus dem OÖbigen folgt unmittelbar: 


I 1 I a 
< ge 
ll < 
ou | |Ov/| |Ow’ 2 a 
dx \’|Oy |’ | 82 (1+ Re 


Aus Gleichung 12 folgt unter Benutzung unseres letzten Hilfssatzes: 


a 
SS m ma 
al (1+ R)!-« 


Diese Ungleichungen, mit den Ungleichungen: 


As 
r- I+4r-x2+2) 


lu;r| < 


a 
Ipil < 72 
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Ouik Ousk Ousk As As 

0x Iy 0z r-(I1\+4r-z+2m) r2 
verbunden, zeigen unmittelbar, dass die oben stehenden Integrale wirklich gegen 
Null konvergieren. 


’ ’ 


10. Zusammenfassung 


In dieser Abhandlung wird gezeigt, dass wenn auf eine reibende und unzusam- 
mendrückbare Flüssigkeit ein System von Kräften wirkt, welche der Richtung und 
der Intensität nach von der Zeit unabhängig sind, während die Angriffspunkte sich 
mit konstanter Geschwindigkeit parallel der x&-Achse bewegen, ein stationärer und 
singularitätenfreier Bewegungszustand möglich ist, wenn erstens die Komponenten 
der Kraft X, Y, Z abteilungsweise stetige Funktionen von x, y, z sind, welche 
Ungleichungen von der Form: 


1 T 1 
x1»1v1.12& 85 a | „er @kke) 
Kr tt N 
mit 
Su 
[6% Pre 
8’ 
B>0, 


genügen, und wenn zweitens die Konstante k’ hinreichend klein ist. 

Nachdem die Existenz dieses Bewegungszustandes festgestellt ist, treten die Fragen 
auf, ob er eindeutig bestimmt und ob er stabil ist. Diesen Fragen soll eine folgende 
Mitteilung gewidmet werden. 


Tryckt den 4 maj 1911. 


Uppsala 1911. Almgvist & Wiksells Boktryckeri-A.-B. 
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Teil IV. 
Carl Wilhelm Oseen. Nachruf 


CARL WILHELM ÖSEEN (*1879 in Lund; 71944 in Uppsala) war ein schwedischer 
theoretischer Physiker in Uppsala und Direktor des Nobel-Instituts für Theoretische 
Physik in Stockholm. 

ÖSEEN studierte ab 1896 an der Universität Lund, wo er 1900 das Lizenziat ablegte. 
Er studierte außerdem in Göttingen. 1902 wurde er Dozent für Mathematik und 
schließlich zwischen 1904 und 1906, sowie 1907 und 1910 stellvertretender Professor 
für Mathematik. Von 1909 bis 1933 war OSEEN Professor für Mechanik und Mathe- 
matische Physik an der Universität Uppsala. 1921 wurde er Mitglied der Königlich 
Schwedischen Akademie der Wissenschaften sowie 1933 Vorstand dessen Nobelinsti- 
tutes, das vorher unter SVANTE ARRHENIUS seinen Schwerpunkt in physikalischer 
Chemie hatte und sich mit OSEEN auf theoretische Physik ausrichtete. 1924 wurde 
er korrespondierendes Mitglied der Bayerischen Akademie der Wissenschaften. 

Er formulierte die Grundzüge der Elastizitätstheorie flüssiger Kristalle (OÖsEENsche 
Elastizitätstheorie). 1921 schlug er ALBERT EINSTEIN für den Nobelpreis vor. Er 
war einer der ersten schwedischen Physiker, die die Atomtheorie von NIELS BOHR 
akzeptierten und begleitete diesen wie OSKAR KLEIN auf BOHRs Vorlesungsreise 
1922 nach Göttingen. 

Ein Resultat aus OSEENs Werk sind die OSEEN-Gleichungen aus der Strömungsme- 
chanik. Diese sind eine linearisierte Version der stationären inkompressiblen Navier- 
Stokes-Gleichungen. 

1936 hielt er einen Plenarvortrag auf dem Internationalen Mathematikerkongress 
in Oslo (Probleme der geometrischen Optik). 


Abbildung 1: CARL WILHELM ÖSSEn, 1931 — 1933 
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